Exercice 1

énonceé :
1. Montrer que
1 1

nLGJN[n—l—Q’n—i-l

0, 1]= [
2. Montrer que la réunion précédente est une réunion d’ensembles disjoints.
1

3. En déduire la valeur de Z CESICE 2).

neN

correction :

1. 1l suffit de montrer I'inclusion dans les deux sens :
— Soit z €]0,1], alors 1 €]1, +oo[, donc il existe n € Ntel quen+1 <1 <n+2.
Il sufﬁt que n + 2 soit la partie entiere superieure de % Donc il existe n € N tel

que @ <z < ?, ce qui signifie que
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— Soit x € UneN[n+2> n+1[ Il existe n E N tel que —5 <z < ce qui signifie

que z €]0, 1] car Vn € N,0 < —5 et <1

+1 -
2. Si il existait z €]0,1[, n, m € N, n # m tel que r € [ gl et v € [, gl
alors on auralt n+l<<n+2em+1<_ <m+ 2 Donc la partie enticre
superieure de 1 ~ serait a la fois égale a n + 2 et a m + 2. Donc on aurait n = m, ce

qui est absurde.

et
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3. Unenlgzs 7pgl est donc une réunion d’intervalles deux a deux disjoints, donc en

notant A la mesure de Lebesgue, on a, par o-additivité de la mesure :
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Donc finalement,
1

Z(n+1)(n+2):
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Exercice 2

énoncé :

Soit F

un ensemble. On définit p : 2% — [0, oo] par :

VA € 28 j(A) = sup{card(B),B C A, B fini. }

1. Montrer que p est une mesure positive.

2. Montrer que p est fini si et seulement si E est fini.

corrigé :

1. Montrons que p est une mesure positive.
— 2F est une tribu
~ VB C E, tel que B est fini, card(B) € N, donc VA € 2% u(A) est la borne
supérieure d'un ensemble d’entier, donc u(A) € [0, o).

-

0) =0 car card(D) = 0.

— Soit (Ap)nen € (2E) A, N A, =0 quand n # m.

ler cas: Y pu(A,) < +oo. Alors Vn € N, pu(A4,) < oo, et alors
neN

> (A =D card(4,) < +oo.

neN neN

Donc (card(A;,))nen est une suite d’éléments de N qui tend vers 0 quand n tend
vers l'infini (car la série correspondante converge), ce qui signifie qu’il existe
K € Ntel que Vn > K, A, = (0. Donc finalement, U,enA,, est un ensemble fini
comme union fini d’ensembles finis et on peut donc écrire

Z card(A Z card(A,) = card(UpenAy) = p(UnenAn).

neN

2eme cas : »_ pu(A,) = +oo. Et alors
neN
— Ou bien il existe n € N tel que p(A,) = 400, et, comme A, C U,enA,, on

a bien

1(UnenAn)) = > (A

neN

— Ou bien Vn € N, p(A,) = card(A,) < +0o0o, et alors comme la série est a
termes positifs et diverge, VK > 0 il existe Nx € N tel que

Nk
H(Unego,...Ng3An) = card(Upeqr,.. Ny An) = Z card(A,) > K.

Ainsi, Upeqr,... N1 An est un ensemble fini dont le cardinal est plus grand que
n’importe quel K > 0.

Comme, VNg € N, Upeqi,.. N} An € UnenAy, on en déduit que : pp(UpenAy) >
sup{card(Uneqr,.. N3 An), K € [0,00[}.Clest a dire pu(UpenA,) = 00

2. trivial.



